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1. Uvod

Price s daty je zaloZena na pouzivini smysluplnych statistickych charakteristik
a indext popisujicich rtzné aspekty rozloZeni dat a na teorii statistické inference.
V odborné literatuie jak statistické, tak meritornich véd byl uz mnohokrdt vznesen
pozadavek jednoduchych operaciondlnich definic pojmi. které by umoznily vhodnou
interpretaci Ciselnych naplnéni zavedenych statistickyeh mér. Prikladem toho je
PRE pristup ke konstrukei koeficientit asociace, ktery byl od dilezité price L. Good-
mana a W. Kruskala [1954] velmi rychle rozvijen.

Tato préce s¢/ pokousi o konstrukei modelu, ktery by umoznil sjednoceny pohled
a zdklad a ivinzi—xje(.lnoccnuu interpretaci mér variability, komparativni analyzy
a mér asociace pro distribuce proménnych s konetnym poctem hodnot. Uvedeny
model lze aplikovat na t¥i zikladni typy proménnych, které se vyskytuji ve spole-
¢enskych védach: nominalni, ordindlni a kardindlni.

Priace byla predeviim motivovina snahou zavést do analyzy dat smysluplné miry
vlastnosti ordindlnich dat a odlidit explanacéni a predikéni koeficienty (tj. méfenf
asociace a méfeni prediktivni sily), které byly zavedeny v praci Rehdk [1976]
Zobeentni metody pak dava mozZnost pracovat podobné s velice Sirokou tiidou
proménnych, véetné arealnich (které vyjadiuji napt. geografické vztahy) a viceror
mérnych. Model také ukazuje na moznosti aplikace schématu ANOVA pro rizné
typy dat, jak to jiz bylo provedeno (model CATANOVA v préci Light, Margolin
[1971]) nebo navrieno v praci Rehak [1976].

Vychdzime z matice skére generujicich typ proménné a zavddime miry variabi-
lity, stfedni polohy a koncentrace. Dédle ukazujeme, jak lze pro dany typ proménmné
ziskat metriku na mnoziné distribuci dané proménné a jak soucasné plati rozkla-
dovd vlastnost variance. V souvislosti s metrikou zavidime kovarianci distribud
a korelacni koeficient distribuci. Z odvozenych vlastnosti pak plyne piirozend de-
finice koeficientu explanaéni sily rozkladu a koeficientu predikéni sily rozkladové
proménné, ktery je zalozen na PRE principu.

2. Matice skore generujicich typ proménné

V této prici predpoklidiame, Ze proménni 4 je ddna soupisem svych hodnot:
A = {a1,az. ..., ag}. Typ proménné je din soustavou relaci na mnoziné hodnot
{a;}. Relace mohou byt vyjidfeny skoére, kterd generuji typ proménné. Skire,
kterd budeme ddle znaéit d(a;, a;) = d(i, j) = dyy pro i,j = 1,2, ..., K, uréuji mim
nepodobnosti, resp. vzddlenosti (nikoli v matematickém smyslu slova) mezi kai-
dymi dvéma hodnotami proménné 4. Skére dy; lze také chapat jako miru nepodob-
nosti mezi dvéma jedinci, z nichZ jeden ma hodnotu a; a druhy a;. Pro predikén
ulohy ma d;; téZ interpretaci ztraty pri predikei hodnoty @; misto spravné hodnoty a.

Poznamka redakce: Tento ¢lanek je soucasti piispévki, které byly prezentovény
na IX. svétovém sociologickém kongresu v Uppsale ve dnech 14.—19. VIII 197
Jejich vétsi ¢ast byla uverejnéna v Sociologickém d¢asopise ¢. 1/1979.
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Definice 1. Matici D, fddu K, D = |dy|, nazveme matict skére generujicich typ
proménné A = {a1, ag, . . ., ag}, jsou-li splnény tyto pozadavky:

(1) 1. identicnost: (i, 8) =0 pro = 1,2, K
2. symelricénost: d(t, j) = d(j, ©) pro i) = l. Dis v szl
3. mezdpornost: d(t,4) =0 pro 4, 5= 1, syl
d(a,J) = 0 alespoi pro Jednu dvopc (4, 1)

4. interpretabilita:  funkee d(i,j) zachovavd relaci ,nepodobnosti‘
kterd je definovina na mnoZiné hodnot proménné 4 a pro dany
typ proménné; tj. je-li (a, @;) ,,nepodobnéj$i* nez (ag, an), pak
d(e, j) = d(k, m) .

Zakladni typy proménnych, které se béiné vyskytuji ve spoletenskych véddch,
maji modely uréené definici 2.

Definice 2. Necht D = |dy| je matice skére genernjicich typ proménné. Rekne-
me. ze proménnd A = {a1, a2, ..., ax} je
a) nomindlni (vesp. klasifikace), jestlize

(2) dij=1 pro i#j, dy=0 proviechna ¢,j.
b) diskrétni ordindlni (resp. wsporddand klasifikace), jestlize
(3) diyj=|i — j| pro viechna 4,7 .

¢) diskrétni kardindlni (vesp. &iselnd), jestliZe jeji hodnoty jsou ¢Cisla ay, tj. 4 =
= {21, %p; . ... 2K} A
(4) diyy = (¥; — ;)2 pro viechna «¢.j.

Vyznam skore je ddn intuitivné tak, Ze u nomindlnich proménnych maji vSechny
hodnoty stejnocenny nomindlni charakter, v8echny jsou od sebe stejné ,,vzddlené®.
U diskrétniho ordinilniho znaku je vzdalenost dvou kategorii pocet kategorii, ktery
lezi mezi nimi. Jde tedy o ,,neparametrickd™ skére a vSechny vysledky je pak nutno
takto interpretovat, Skore pro diskrétni kardindlni znak odpovidaji px"‘cdstavzim
o cukleidovském prostoru; je moZno téz zavést skore dy; = |a; — x;|, kterd spise
odpovidaji diskrétnimu charakteru zkoumané veli¢iny. Pouzitd skére intuitivné od-
povidaji spiSe spojitému pripadu (vzduSné vzddlenosti), napi. jsou-li x; stiedy
intervalil.

3. Zakladni miry pro vlastnosti rozloZeni ¢etnosti

Zékladni charakteristikou rozloZeni Cetnosti je mira variability. Stupen vnitini di-
ferenciace prvka v souboru podle hlediska dané proménné je zikladnim kamenem
statistické analyzy, a to at jiz pro explana¢ni tcely. ¢i pro presnost predikei, nebo
stupeni typicnosti nékteré reprezentujici hodnoty. Proto od pojmu variability
vvchdzime.

A. Znaleni

V dal$im textu budeme pouzivat jednak znaceni sumacniho, jednak maticového,
v némz f, g, h.... budou sloupcové vektory ze simplexu Qx = {f' = (f1,....fx),
 i=1,fi=0,i=1,2,....K} a D= |dy| matice skére generujicich typ pro-
ménné. V pripadé, kdy budeme uvazovat soubor R populaci, budeme znaéit vek-
tory rozlozeni jako f'«y = (fur, foirs - - o frir), ¥ = 1,2, ..., R. RozloZeni f odpovidéd
souboru dat, ktery popisujeme, md tedy charakter populacni charakteristiky
a v dalsim proto nebudeme rozliSovat pojem relativni ¢etnosti a pravdépodob-
nosti. Je pochopitelné mozné model pouzit i na vybérové soubory.
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B. Mira variability: Gvar

Mira variability Gvar (resp. Genvar) vznikéd piirozené jako primérnd (ocekdvani)
nepodobnost mezi dvojicemi jedinct v populaci:

)" Gvar = BE d(i, j)
i J
= X Zfifyd(1, j)
i g

=f'Df
Cim vétsi je hodnota Gvar, tim vétsi je variabilita v dané populaci. Proto je Gvar
operaciondlni definici stupné variability vzhledem k relacim uréenym matici D.
Vlastnosti miry variability Gvar:

a) Gvar = 0 pravé tehdy, kdyz je populace stoprocentné homogenni (tj. existu-
je-li f; = 1) v pripadé, Ze matice D je takovd, zZe dj; > 0 pro vSechna 7 # j. Tuto
vlastnost m4 vétsina bézné pouzivanych proménnych.

b) Pro obecnou matici D = |dyll plati, Ze Gvar = 0 privé kdyz Zfi=1 pno
w

vSechny mnoziny W, coZ jsou mnoZiny indext, pro néz dij = 0 pro viechna i,je
€ W. Vlastnost a) je specidlnim piipadem, v némz vSechny takové mnoziny W
jsou jednobodové.

¢) Necht d = max dy, t je velikost mno¥iny indext 7', pro niZ plati, Ze ptishusni
(@ 9) _
submatice Dy fadu: Xt ma prvky di = (1 — dy) d, kde 04 je Kroneckerovo delta
a neexistuje submatice vétSiho fddu s touto vlastnosti. Pak Gvar nabyvé svého
maxima

-

max Gvar = d

Qr

1 : ; 5 Lo
pro rozlozeni fr . s hodnotami f; =— Prote T a f;= 0 pro i ¢ 7. Casty specidlni

pripad:
drs

T={rs8, d=dp, fr=Ff=1%  maxGvar= —

Ddkaz vlastnosti miry Gvar:

Vlastnost a) je zfejmé z toho, Ze pro jakékoli rozloZeni s f; = 1 je Gvar = 0 a pro jakékoli
rozloZeni, v némz% jsou alespon dvé slozky nenulové, je Gvar kladny. Vlastnost b): Necht Gvar =
= 0 a necht existuji f; # 0, f; 5= 0 takové, Ze di # 0. Pak Gvar = 2f;f;di; > 0, coz je spor.
Pro Gvar = 0 musi tedy platit, Ze f mé nenulové slozky jen na takové podmmnozing hodnot If,
pro kterou je dy; == 0 pro 4, j e 7. Opaéné plati implikace okamzitd. Vlastnost ¢): Necht d =
= max dyj, T' je mnozZina irdext velikosti ¢ pro kterou plati: 7, s € T' = dys = (1 — 0rs) d. Pro
%,
Jrtakové, ze re T, %fr = f =1 plati, e maximum vyrazu

2 E frfs;i_ = E[( Zfr )2 - Efrz] = a(?z - Effz)
T o Ak T T

a mé& hodnotu

I
4

je dosazZeno pro fr ==
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JelikoZ l——f je rozloZeno na T, pak
t—1

Gvar= S 3 fifydy =4 ——+ 2 B Zfifidy + B I fifidy =
=1 jeT €T jeT
o - = —1 _ = S e
<=Ll 2 S Sagd+ B DA - S+ Fa—Td + 0 —Frd =
a . i€T jeT i€T JET

=d_[1—¢]=H(fT

max Gvar < H(f) a je dosaZeno pro f = 1 p¥i ¢ > 1, tj. xgax Gvar = H(l) =d
Qx K

o, (R _ ) .
Kdyby existovalo 7” > 7', ¢’ > t, pak d z >d T Proto je maxima dosaZeno pro

’

takovou mnozinu 7' s danou vlastnosti, kterd obsahuje nejvétsi mozny pocet indexi.

Q.E.D.

Mira variability Gvar je mirou vnitini diferenciovanosti souboru a mirou stupné
variability. Je zdkladem pro zkouméni riznorodosti souboru a pro zkouméni vliva,
které na tuto riznorodost ptsobi. V dal$im phjde o popsdni vlastnosti variability
daného rozloZeni.

C. Mira koncentrace kolem hodnoty a: dy

Mirou koncentrace kolem hodnoty @ nazveme primérné (oc¢ekdvané) skére vzdale-
nosti od této hodnoty.

(6) dy = Ed(a, a)
= Zfd(a:. a)

Hodnotu znaku A, pro kterou je d; minimdlni, nazveme centrem ¢ (sttedem) roz-
loZeni f.

(M c=a; takové, ze d: = min d;
g

Plati, Ze a)

(8) Gvar = Ed; — Xfid;

b) rozloZeni muze mit vice stiedd,
c) stifedem muzZe byt neobsazend hodnota znaku, tj. fo = 0.

D. Mira koncentrace kolem stifedw: d*

Jako obdobu vlastni definice rozptylu pro &iselné veli¢iny muzZeme zavést miru
koncentrace kolem stiedu jako ot¢ekdvanou odchylku vSech pozorovani od stiedu ¢

9) d* = Ed(a;, c)
i

s zfid(a’i: C)

Cim vétsi je hodnota d*, tim vyZsi je odchylenost populace od centra rozloZeni.
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Lze iici, Ze d* je téz stupném atypi¢nosti stiedu pro dané rozloZeni. Cim men
je d*, tim typictéjsim predstavitelem populace centrum je. V predikénim modely
pak hodnota d* charakterizuje kvalitu optimalni predikce.

Vlastnosti d*:

a) d* = 0 je ekvivalentni s tim, Ze f; 7% 0 pouze pro takové hodnoty, pro kter
d(a;, ¢) = 0
b) d* = Gvar.

4, Komparace distribuci — (polo)metrika generovana matici D

Z testovani hypotéz zndme fadu statistik, které nmoziuji komparaci dvou & vie
rozloZeni. Distribuce muzeme komparovat téz primo pomoci nékteré metriky, viz
napt. Wishart, Leach [1970], Charvat [1977]. Testovaci statistiky jsou vétSinou téz
zalozeny, at uz primo ¢ intuitivné, na metrickych vlastnostech vzddlenosti a vani.
kaji jako standardizace metriky na veli¢iny majici vhodné statistické vlastnosti,
Na pojmu vzdalenosti ¢i podobnosti jsou zaloZeny celé moderni metodologie zpra.
covani dat, jako napriklad seskupovaci analyza, multidimenziondlni $kalovéni,
rizné neparametrické pristupy k podobnostni analyze, metody AID.

Zde zavedeme dulezitou tifdu metrik na mnoziné Qg (Qx je jak uz uvedeno
vySe K-rozmérny simplex: Qg = {f:f = (f1... o fr). i=0,i=1,.. , K, Zfi=
= 1}). UkdZeme, ze @x tvoll metricky prostor s metrikou uréenou prvky matice D
Nejprve vyslovime definici pojmu, o néjz se budeme v celé dal$i ¢asti opirat.

Definice 3. Funkei (redlnon) D(f. g) na Qxx Qg nazveme polometrikow (pseudo-
metrikou), jestlize plati:

L. f=9=D(f.9) =0
(10) 2. Dif.g) = D(g.])
3. D(f,q9) + D(g.n) = D(f,h) pro vsechna [ g.heQx.

Funkei D(f, g) nazveme melrikou, jestlize navic plati

Prechod od pseudometriky k metrice lze provést tak, ze zavedeme mnozinu ¢
jako mnoZinu ekvivalentnich t¥id distribuci vzhledem k D(f, g) = 0. Oznaéimeli
tyto ekvivalentni ttidy f* a polozime-li D*(f*, g+) = D(f,g), kde f&f* a geq,
pak je-li D(f, g) polometrika na Qg, je D*(f+, g*) metrika na Qx.

V dalsim ukézeme, jak lze uréit polometriku, resp. metriku na zdkladé matice
skore generujicich typ proménné. Takovd polometrika bude mit interpretaci vzhle-
dem k matici D a jeji véeny vyznam v analyze dat bude zaviset na vyznamu skére
(i, j)-

Budeme poticbovat jeité tuto definici:

Kvadratickou formu X'4X nazveme pozitivné definitni na mnozing S, jestlize
(11) X'AX =0 pro XeS a

(12) X'AX=0<X=0, jeli 0€8.

Matici 4 pak nazveme pozitivné definitni matici vzhledem k S. Obdobné definu-
jeme pozitivné semidefinitni, negativné definitni a negativné semidefinitni formy
a matice vzhledem k S (pro semidefinitnost se nevyzaduje vlastnost (12)).
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Véta 1. Bud D = |dy|, matice skére generujicich typ proménné fadu K. Pak
plati ndsledujici tii tvrzeni.

1. Funkce
(13) Dif.pp=V(f— 9 Dlg — /)
je polometrika pravé tehdy, kdy# matice D* = |ld;;
(14)  dj=dig + dgy — dy

je pozitivné semidefinitni matice. D(f, g) nazveme D-polometrikou na Qg. Je-li
D(f, g) metrika, nazveme ji D-metrikou na Q.

radu K — 1, kde

2. Je-li D(f,g) D-polometrika. pak kazdd z ndsledujicich podminek je postacu-
jiel k tomu, aby O(f, g) byvla D-metrika.

8) D je regulirni a TXd; Y # 0, kde D1 = [dG V).

je reguldrnf; J = (1, 1,..., 1).

i D .J
b) Blokova matice ¢ = ' J O

|

¢) D* je pozitivné definitni matice.

3. Je-li D(f.g) D-polometrika, pak ke kazdému fe Qg cxistuje ckvivalentni
t¥ida f+, do niz patii viechny distribuce z Qg spliujici podminku
(15) g=f+4DJ+ (DD—1)Z
pro redlnd 2, kde D~ je zobecnénd inverze matice D, I je jednotkovéd matice, 7 je
libovoiny vektor. MnozZina @ vsech f*+ tvoii metricky prostor s D-metrikou uréenou

(16) D, o) = D) s Ter.gegt-:

Diikaz.

la) Forma X’DX je negativné semidefinitni (definitni) vzhledem k S = {X : X 2; = 0} pravo
kdyz forma Y’D*Y je pozitivnd semidefinitni (definitni). PoloZme Y’ — (21, 2, ..., xx-1).

K K K-1 K:l
Na S plati AX'DX = xX 1‘;1‘}("1;‘ =2 X wxd iy
K-1 K—-1

+ T waxdix + © axadis =

Bl Koi .
E X mizy(diy —digk — dgj) = —Y'D*Y

Odtud plyne, ze X’DX je negativnd semidefinitni na S <= Y’D*Y je pozitivng semidefinitni.
Na S je také ¥ = 0 <« X = 0,a proto X’DX je negativné definitni na S < Y’D*Y je pozi-

tivné definitni.
Jeli D(f,g) polometrika, pak D je negativné semidefinitni na Qk, a tedy D* je pozitivnd

semidefinitni.
1b) Necht D* jo pozitivng semidefinitni redlné symetrickd matice. Existuje tedy rozklad

P'D*P = A, kde P je ortogonalni a A diagondlni matice, 4; jsou charakteristicks ¢isla. Proto
je D* Gramova matice a pro Y’D*Z plati Cauchy-Schwartz-Buiiakovského nerovnost. Déle

plati, Ze D2(f,g) = (f—g)’ Dlg —f) = (f — g)’ D¥(f — 5_), kde f' = (fusfar-. s fk-1)s 9 =
= (91,92, . -» gx-1) & obdobn® i (f—g)’ Dlg —h) = (g —f)’ D*(g — h). Vzhledem k nezépor-
nosti ¢lent je vztah

(17) D(f,9) + D(g, k) = D(f, k)
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ekvivalentni vztahu
D3(f,q) + D*(g, k) + 2D(f,9) D(g, k) = D*(f, k)
a ten je vzhledem k rovnosti
D(f,9) + D(g, k) — D(f, k) = 2(¢g — f) D(h—g) = 2(g — f) D*(g—M)
ekvivalentni vztahu
(g —fY D*g—h) + D(f,9) Dig. h) Z 0,
ktery vsak je identicky splndn vzhledem k tomu, Ze D* je Gramova matice, pro kterou platf
—(g —Jy D*(g— k) = |(g —FY D*(g — h)| = D(£,9) - Dig, b) .

Trojihelnikové nerovnost (17) tedy plati, a proto ¢ésti 1 a 2¢ véty 1 jsou dokézdny, nebot
ostatni vlastnosti plynou okamzits.

2. Je-li D(f,g) polometrika, pak forma X’DX dosahuje na S = {X : Xa; = 0} maxima nuly,

je-li splnéna podminka (a) nebo (b). To plyne z véty o Lagrangeovych multiplikétorech. Za-
vedme funkei

F(X) = X'DX — A Za
Plati
dF(X)

=% = 2DX — AJ =0

ReSeni rovnice DX = LAJ je (viz Rao [1965], str. 24)
T = QT DD =12,
kde Z je libovolny vektor.
Rovnice mé pravé jedno feSeni v pripadd Ze D je regulérni.
Z podminky
0=J'X = }AJ'DW = }A T Zd, "
vidime, Ze je-li & Zdijﬁ Y £ 0, pak nutnd 2 = 0 a X = 0 jo jedingm Fefenim rovnice DX =
= 3AJ. Je-li A # 0, pak existuje nenulové refeni X.
Poznamenejme. Ze
det G = (—1)K det D . det (J’D-1J) = (—1)K det D . & Zd:j'”.

S+ tvori ckvivalentni tiidu: reflexivnost a symetri¢nost jsou zrejmé. nebot D(f,g)=0=
= D(g,f) = 0 a D(f,f) = 0. Tranzitivita je déna trojihelnikovou nerovnosti.

D(f,g) = D(g. k) = 0 = 0 = D(f.h) = D(f,9) + D(g, k) = 0
Q.E.D.

Poznimky k véte 1.

1. Matice D* vznikne tak, ze od vSech fddka odeéteme posledni ¥adek a od vied
sloupctt ode¢teme posledni sloupee a redukujeme ¥id o K-ty rddek a K-ty sloupe:
Véta oviem plati i tehdy, jestlize tuto proceduru provedeme s kterymkoli jinyn
indexem, tj. ode¢teme a vypustime s-ty Fddek a sloupec (s=1,2,..., K). Ovéfr
véni podminky pro konkrétni pripad tedy neni omezeno na manipulaci s poslednis
ra,dlxem a sloupcem.

. D-polometrika vytvari ekviv alen’rnl tridy distribuci, které se v analyze zt
toznup Déle uvidime, Ze vSechny distribuce Ciselné proménné se stejnym prims
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rem patii do jedné ekvivalentni t¥idy. Proto uréeni a charakterizace téchto ekviva-
lentnich t¥id je pro préci s daty velice dileZita.

Pro ovéfovani moznosti aplikace modelu je vhodns véta 2.

Véta 2. Necht D je matice skére vytvairejicich typ proménné. Pak plati:

1. Pro K= 2, di2 # 0, je D(f,g) nésobek Eukleidovské metriky

(18) D(f,9) = V2dsz|fr — g
= V2d12|fo — g2

2. Pro K=3 je D(f,g) D-polometrika privé tehdy, kdyz
19) d? < 4dyydj

pro viechny permutace indext (1, 2, 3) a D(f, g) je D-metrika, kdy%
(20) 42 < ddydyy,

pro viechny permutace indexu (1, 2, 3).

3. Pro K > 3 je platnost vztahu

.

(21) d2 < 4dydsy
nutnou podminkou proto, aby D(f, g) byla D-polometrika pro vSechny trojice
indext ¢, j, &.

Pritom
d=dip — dij — diy .

Ditkaz.
1. ProK =2 je
D(f, g) = V2dus(fi —g1) (g2 — f2) = Vdr2[(fi—g1)? + (fa—92)°] =
= V2dia |f1 — g1l

2. Pro K = 3 provedemse diskusi formy vzhledem k S = {X : Zz; = 0}.
vidyey + wydippxr -+ vidipger = 3X'DX = F

Poloime Ty = —T; — Tk «

» d
Pak F = ——1,‘2((1;; —_ mgi.dkj - 2:8,'2:); (,)) .

Diskriminant ¢ formy F je roven

= dyds — }d?

a) Je-li 6 > 0, jo F eliptickéd s negativnimi prvky na diagonale, jo tedy negativn® definitni.

b) Jeli 6 = 0, je F parabolicks, existuje netrividlni nulové FeSeni, forma je negativné semi-
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- : o g i d Y x
definitni. Pro di # 0 je nenulové Feeni déno: x; — § ——ap. Pro dij = 0, dj # 0 jo =
i

N
<

=0, x; = —=x;.

¢) Je-li 0 < 0, je I' hyperbolickd, méni znaménko, a proto nemuze odpovidat metries.
Ostatni plyne podobné jako v dukazu véty 1.
3. Vztah (21) je nutny proto, aby D(f, g) byla D-polometrika v obseném pripadsé K > 3. Ne.
ni-li totiz splnéna pro nékterou trojici indexu 4, j, k, pak lze nalézt trojici Cisel @y, @y, vy riznjch
od nuly tak, Ze @; 4 @; 4 @ — 0 a vwidi; + @pdae A cjepdy; > 0. Polozime-li ostatni slozky
vektoru X lovny nula, mame spor s predpokladem negativni semidofinitnosti matice D vzhle.
dem k S = {X : Zz; = 0}.

Q.E.D.

Véta 2. ukazuje, Ze pro K — 2 existuje jednoduché zobrazeni Qg na (0,1)
resp. na <0, V2dys . Proto nemd vyznam pomoci slozitych technik a koeficienti
podobnosti provadet multidimenziondlni Skidlovaci techniky na rozloZeni dichoto-
mickych dat, nebot skdlovdni do primky je jednoznané a piirozené uréeno. To
ovsem plati i pro K-rozmérny znak. Nemd vyznam provadét sSkalovani zobrazenin
do vice rozméra eukleidovského prostoru, nez je hodnost matice D*. Skélovinin
napiiklad dichotomickych pmmvnny(h do vicerozmérného prostoru tedy dostivi-
me pouze artefakty které jsou zpusobeny neadekvitnosti jouZité miry podobnosti
distribuci.

5. Dekompozice zobecnéné variance

Zobecnénd variance Genvar muze byt rozlozena na dvé slozky, rozkliddme-li po-
pulaci na nékolik ¢dsti. V dals$im budeme predpoklidat, Ze je ddn rozkladovy znak
= (b1, be, .. ., br), ktery urcuje rozklad na zkoumané populaci, a Ze mu odpovidi
rozlozeni p’ = (p1. . . ., pr). p€ Qr. Oznaéme £’ 4y = (fi,r, fo/rs - - -, [&/r) vozloZeni znaku
4 na jednotlivych podmmnozindch zkoumané populace a % rozlozeni celé populace,
h = Zpfir. Véta 3 ddva nimét na zobeenénou analyzu rozptylu (GANOVA).
Véta 3. Bud D(f,g) = ([ — ¢9)" D(g — f) pozitivné semidefinitni forma vzhledem
= {f — ¢, f€ Qk, 9 € Qk}. Pak pro soubor distribuci fo)e Qx, r=1,2,..,R
a jejich smés h = Xpyfi), pr € Qr plati

(22) Gvar h — E;n, Gvar fo) + 3 Z ZpwsD2(fin), fis))
r s

2

= Zpy Gvar fo) + ZprD¥(fo), h)
r : i

Ditkaz.
Jednoduchym rozpisem se piesvedcime, Ze

Gvar b = W Dh — (Zprfin) D(El’rf(r))
=X Lprpsf nDf s
= 3iZ Lprpsf nDf ) + 3 Z Ippef’ @ Dfery — 3 Z Zprpsf @ Dfy =
Y3 Xprosf @Pf ) + Zpef oy Df o
27), Gvar S + 3 2 ZppsD(fiy, fis))

Obdobné
Gvar b = W'Dh = (Spef)’ Ph = Zpef’ ¢y Dh
S Eprf'(r)Dh — Zp/ Dh + Zppf’ i Dh

222



+ Zpef" ) Df vy — Zpif i/ Df ry
= Zpi(foy — 1) D(h— firy) + Zprf’ i Dfry
= Zpr Gvar foy + ZprD2(firy, h)
Q. E.D.

I kdyz lze uvedenou vlastnost formulovat obecnéji, zde se cmrezujeme na nega-
tivné semidefinitni matice vzhledem k S, tak jak to odpovidd tloze analyzy dat.
Negativni semidefinitnost matice D) vzhledem k S je ovSem ekvivalentni tomu, ze
D(f,9) je D-polometrika. Tento rozklad umoziuje odvedit neparametrickou ana-
Iyzu rozptylu pro ruzné typy kategorizovanych dat, alespon v jeji asymptotické
teorii, vychdzeje z asymptotické normality Cetnosti f;y. Pro nomindlni znaky je
toto udéldno v praci Light, Margolin [1971]. Rozklad vfak také umozni tvorbu
smysluplnych koeficientit asociace mezi rozkladovymi a zdvislymi znaky.

6. Skalarni soucin dvou populaci a jejich korelaéni koeficient

Pro Gvar a D2(f. g) lze napsat analogicky vztah jako pro vzdilenost, normy a ska-
lirni soucin ve vektorovych prostorech:

(23) D2(f, g) = Gvar f + Gvar g — 2s(f, g)
Odtud dostaneme vyraz pro s(f, g), ktery nazveme D-kovarianci distribuci f a g:
(24) s(f.9)=f'Df + g'Dg — "Dy

= f'Dg — D(f. g) ,
= L[f'Df + ¢'Dg — D¥{, 9)]

D-kovariance je omezena dosazitelnymi hranicemi
(25) —f'Dy =s(f.9) =f' Dy,

piitemz levd nerovnost se zméni v rovnost pravé tehdy, kdyZ Gvar f = Gvarg = 0
a pravd nerovnost se zméni v rovnost préavé tehdy, kdyz D(f, g) = 0. Dile plati, Ze

(26) f'Dg = 3(f'Df + g9'Dg + D, 9))

Protoze 0 < D2(f,g) = 2f'Dg a horni hranice je dosaZena pouze pro nerozptylené

rozloZeni (Gvar f= Gvar g = 0), muzeme pro D(f,¢)# 0 normalizovat s(f,g)
a definovat korelaéni koeficient dvou rozloZent vzhledem k D,

sthg) _ D)

f'Dyg f'bg

ktery nabyva hodnot z intervalu (—1, 1), pti¢emz jeho krajni hodnoty jsou do-
sahovdny pii maximalni a minimalni vzddlenosti obou rozloZeni.

(27) corr (f, g) =

Definice 4. Dvé distribuce f, g € Qk, pro které D(f, g) % 0 nazveme orlogondlni
vzhledem k D, jestlize s(f, g) = 0.

Véta 4. Dvé distribuce f, g € @k jsou ortogonilni vzhledem k D pravé kdyz
plati jedna z podminek (a), (b):

(28) (a) f'Dg = D(f, 9)
(29) (b) Gvar f + Gvar g = D2(f,g) (Pythagorova véta)
Dikaz véty 4 plyne okamzité ze vztahu (24).
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Pojem kovariance, korelace a ortogonality dvou distribuci vzhledem k D mij
byt uziteény v analyze dat. ZaloZime-li komparativni analyzu na corr (f, g), dosté.
viame vysledky invariantni k ndsobeni matice D konstantou a normalizované v in.
tervalu (—1, +1). To znamend, Ze tato mira umoziuje komparovat populae
z hlediska riznych proménnych 4; i jejich raznych typu. Je to tedy krok ke sjed.
noceni komparativni analyzy, kterd je zaloZena na stejném principu pro rizm
typy proménnych.

7. Mira explana¢ni a predikéni sily rozkladu

Rozklad uvedeny vétou 3 umoziuje zavést tiidu koeficienttt asociace mezi nomi
nalnim znakem a jakymkoli znakem charakterizovanym matici D. Na dekompozi
jsou zalomny korelaéni pomér »2, a Wallisovo 7 (viz Goodman, Kruskal [1954)),
a pB (viz Rehdk [1976]), stejnd jakoidaléi koeficienty odvozené z PRE principn
Na principu rozkladu variability tedy muzeme podle stejného schématu zavést viz
Rehak [1976])

(30) celkova variabilita = variabilita uvnit? oblasti --
-+ variabilita mezi oblastmi
coz je umoznéno pravé vétou 3.
Je-li tedy dan rozkladovy znak, ktery md R-tiid, muZeme definovat koeficient
explanaéni sily rozkladu jako relativni podil vysvétlené variance

Zpr Gvar fi) . 3 2 ZprpsD2(fir), fis))
Gvarh o Gvar h ’

(31) " Y,

pouzijeme-li znaceni véty 3.
Vlastnosti koeficientu plynou z véty 3.

1.LOEIE]L

2. § =0 pravé kdyz fpy, r=1,..., R patfi do jedné tiidy ekvivalence f* vzhle
dem k D(f,g)= 0.

3. § = 1 praveé kdyZ zobecnéna variance ve vSech oblastech vymizi, tj. Gvar fi =1
pro véechna r=1,..., R.

4. Koeficient je definovdn pouze pro Gvar? # 0.

I kdyz tento koeficient je mozné formulovat v terminech predikéniho piistup
PRE, navrhli jsme novy nédzev, nebot situace predikénimu pristupu neodpovids
PRE model vychizi z interpretace:

a) d(i,j) = ztrdta dand predikei 4, ma-li proménnd pro dany objekt hodnotu j,

b) predikei provadime proporciondlné k pravdépodobnostem v jednotlivych t¥dich

¢) 0 je pomér chyby predikce pfi znalosti hodnoty stratifikaéniho znaku a chyby
predikce bez znalosti hodnoty stratifikaéniho znaku.

Proporcxonalm predikee neni optimdlni, a proto v predlkcnl situaci bude 1épe po
wiit jiné miry — koeficientu predikéni sily rozkladu. Ten je zaloZen na stejnyck
predpokladech a), ¢), ale predikéni pravidlo b) je optimélni: proved predikei, kter
mé nejmensi ofekavanou chybu. Tomuto modelu odpovidd predikce centrem 10z
lo%eni a mirou kvality predikce je mira koncentrace kolemn této hodnoty, tj.d*
Koeficient predikéni sily rozkladu je ddn vzorcem
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. Zp,d* )

(32) 0% =1 2t

kde d* je mira koncentrace kolem stiedu pro celkové rozloZeni a d'(',-) je mira kon-
centrace kolem stredu pro r-tou oblast.

Vlastnosti koeficientu 6*:

LOSé*=1

2. Jeli fyp =h pro r=1,..., R (pripad statistické nezavislosti rozlozenf v ob-
lastech), pak 6* = 0. Opacné plati pouze: je-li 6* = 0, pak stied ¢ rozlozeni A

je zéroven stiedem kazdého rozloZeni f).
3. 0*=1 pravé tehdy, kdyZz vymizi vSechny odchylky od centra v oblastech,

tj. vSechna d, = 0.
4. Koeficient je definovdn pouze pro pripady d* - 0.

Diikaz vlastnosti koeficientu 6*
l.d*=0a Zp,d(',) = 0, nebot D = ||d;j|| mé& nezdporné prvky. Oznaéme cr a ¢ centra rozlozeni
fiy a h. Pak plati:
d* = d; = Ihydje = T Ipofondic = Zpr Sfndie
= 2prd(.r)c = Eprd(.r)
Odtud 0 < Zpdg,y/d* <1, a tudiz 0 < 6* < 1.
2. Je-li fry = h pro viechna r, plati dgy = d*, a tudiz 6* = 0. Je-li 6* = 0, pak d* = Zp,dg).
Predpokladejme déle, Ze pr > 0 a Ze alesponl pro jedno s plati, Ze ¢ neni stfedem rozloZeni
fey tie Aoy < diye. Pak d* = Zpydey. > Eprd(.,), coz je spor. To znamend, Ze pro 8* = 0

musi ¢ patfit ke stfedium u kazdého z rozloZeni f(.

3. 0% = 1< Bpydy, = 0 = dg) = 0 pro viechna 7.

4. Vlastnost je zfejma.

Q.E.D.

Wilson [1971] zadal tii poZzadavky na predikéni pravidlo, které md byt zikla-
dem PRE koeficientu:

1. Uplng prediktabilita (totally predictive rule): pravidlo predikce zdvisi jen na
charakteristikdch spoleéného rozloZeni zdvislé a stratifika¢ni proménné a nevy-
chdzi z Zidné informace o hodnotéch predikované proménné. To je u 6* splnéno,

nebot predikéni pravidlo vychdzi pouze z hodnot d* a d(‘,.).

2. Pfesnost v praméru (rule accurate in average): pravidlo mé ta vlastnost, Ze ocCe-
kédvand hodnota predikce z modelu koinciduje s pramérnym vysledkem pre-
dikei z celého souboru. Tento pozadavek je splnén vzhledem k procentu spravné
predikce, nebot kazdému jedinci piifazujeme hodnotu stfedu rozloZeni, jejiz
pravdépodobnost je stejnd jako relativni éetnost v souboru.

3. Minimalizace chyby (minimum — error rule): pravidlo minimalizuje chybu. Na
tomto zdkladé je koeficient 6* konstruovan. Pravé tieti Wilsoniv pozadavek,
s nimZ autofi plné souhlasi, nebot patii k poZadavkim predikce jakozto prak-
tické tlohy, vede na rozliSeni dvou typl koeficienti a k navrzeni jiného ndzvu
pro koeficienty typu o (ty spliuji pozadavky 1 a 2, ale ne 3).
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Naproti tomu koeficient ¢ splituje dileZitou vlastnost, kterou 6* postrddé: ro.
loZitelnost ‘miry variability, tj. existence dvou aditivnich slozek vztahu (29), kter
jsou zaruceny vétou 3. Tato vlastnost pak zajistuje nejen uvedené vlastnosti koefi
cientu ¢, ale také jeho piirozenou interpretaci.

(33) 1000 9, = procento variability, které u zavislé proménné vysvétluj
rozklad nezavislou proménnou.

V dalsich ¢astech uvidime, které znidmé a pouzivané koeficienty spliuji tuto vlast
nost jako specidlni piipady koeficientu 0.

8. Nominalni znak (Kklasifikace)

Vztahem (2) jsme definovali nomindlni typ znaku, u néhoz jsou vsechny dvojice
hodnot stejné nepodobné, takze dj; pouze indikuji, Ze kazdé dvé hodnoty jsou
z hlediska typu rozdilné. Vlastnosti matice D a D* je mozno ovéfit piimo, stejné
jako zavedeni vzdalenosti a dal$ich mér. Vysledky, které jsou zndmé, lze shrnout
ve vété 5.

Véta 5. (Vlastnosti nominalnich znaki.) Necht matice skore vytvarejicl typ pro
ménné D = “dijl‘ je ddna skore dij; = 1 — 0y, kde 0y je Kroneckerovo delta a 4=

= {a1....,ag} je proménnd s distribucemi f¢), r=1,..., R. Necht f, geQx
P € Qr, f = Zprfr). Pak
I,
K

(34) Genvar f = nomvarf=1 — X f}

=1
(35) di =1—f; provSechna i=1,...,K

d*=1—fu,

kde M je index stfedu rozloZeni daného vztahem fyr = max fi. stfedem rozlozeni
je jeho modus M.

2. Nomvar nabyvd svého maxima —_—— pro f; = K pi= 1 ny K

3. Matice D* je pozitivné definitni a vytvari Eukleidovskou metriku.
(36 / 2 i — gi)?

4. Skaldrni souéin dvou distribuci f, ¢ je uréen

(37) s(f9)=1— Zf — ¢} + Zfigy =
=1— (2 + 260) — 3 2(fi — g0)®

a mé hranici
(38) f'Dg=1— Zfigs
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5. Korelatni koeficient corr (f, g) je ddn pro Zfigs # 1

1— 2ff — Zg7 + th!]t: i Z(fi — g1)*
1 — 2fig 1= Zfigi

6. Koeficient explanaini sily rozkladu je Wallisovo 7 pro Zf7 # 1

Zpr Zfow — Zf7
40 §=7=
. T i-ap

7. Koeficient predi¢kéni sily rozkladu je Guttmanovo A pro fmax 7 1

(39) corr (f, g) =

(41) 6* _ 2' — Zprf(r)max ‘—fmax ]
1 _fmax

kde fmax @ f(ymax jsou maximélni hodnoty vektort piislusnych rozlozeni.

Véta 5 shrnuje vysledky modelu pro nomindlni znak. Dukaz neuvadime, nebot
jej lze provést piimym ovéfenim. Mira nomvar (34) byla zavedena C. Ginim a po-
uzita v praci Light, Margolin [1971] jako zéklad pro model analyzy rozptylu pro
nomindlni znaky (CATANOVA). Véta 3 je zobecnénim zdkladti tohoto modelu.
Koeficienty (40), (41) jsou dobie zndmé z priace Goodman, Kruskal [1954], v niZ
byly odvozeny v rdmei tivah predikénich modeli (optimalniho a proporciondlniho
predikéniho pravidla). Mira variability nomvar a mira koncentrace d* maji v tomto
kontextu pravdépodobnostni interpretaci pravdépodobnosti predikénich chyb.

Specialnim pripadem proménné je téZ dichotomicky znak (K = 2). Pro dichoto-
micky znak plati, Ze je-li d12 > 0, pak aZ na ndsobek touto konstantou je D matice
skére vytvaiejicich nomindlni proménnou. Véta 5 plati tedy pro libovolny dichoto-
micky znak s tim, Ze u vzorcu (34), (35), (37), (38) musime pravou stranu nasobit
hodnotou djs a u vzorce (36) odmocninou této hodnoty (]/diz). Vzorce (39), (40),
(41) zhstanou beze zmény. Formule oviem mohou byt dile zjednoduSeny vzhledem
ke vztahu fo =1 — f1.

9, Diskrétni ordinalni znak (usporadana klasifikace)

Diskrétni ordindlni znak ¢ uspofddanou klasifikaci jsme definovali pomoci vzta-
hu (3). Matice D = |dy;| zde mé vyznam dy; = |i — j| = pocet kategorii, které lezi
mezi kategoriemi a;, ;. Toto neparametrické skére odpovidd diskrétnimu uspora-
déni hodnot jako ,zebiicku®, jehoZ piitky je tieba piekonat, aby dand statistickéd
jednotka (jedinec) se dostala z hodnoty a; do a;. Diskrétnost zde zdiiraziujeme
proto, Ze kazdd kategorie se poc¢itd i v piipadé, Ze je neobsazena (f; = 0). Vysledky
pro tento typ znaku jsou uvedeny v praci Rehdk [1976] a zde je opét shrneme
ve formé véty.

Véta 6. (Diskrétni ordindlni proménni.) Necht matice skére D — |dis| je déana
dy=1|i —Jj|l pro 4,j=1,2,..., K. Necht 4 — {a1, ..., ag} je proménnd s distri-

. 3
bucemi f(Y);fy g€ QK: r= 1, iy R, p’ = (pr), Zf(r)pr = f’ F‘ — f"'fj’ F‘/T — Zf]/f'
J=1 j=1
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Pak

L
(42) Genvar f = Dorvar f = 2 ZF;(1 — F)
@y &=l

a* = Zfjlj — Me,

kde Me je medidnova kategorie urdend vztahem Fyre-1 < 0,5, Fyrp = 0,5, fare #0.
'

2. Dorvar nabyva svého maxima

3. Matice D* je pozitivnd definitni a vytvifi Eukleidovskou metriku na mnoiiné
distribuc¢nich funkei

CKZ{F:FZ(Fl,Fg,...,FK), 0=F; = Fy, 8 <4 Fp= 1}
(44) Dif,g) = V2 Z(F; — Gy)?

4. Skaldrni soudin dvou distribuci f, ¢ je uréen

(45) (f,9) = ZF;(1 — Fy) + ZGi(1 — Gy) — Z(Fy — Gy)?
a md horni hranici

(46) f'Dg = ZGi(1 — F;) + ZFi(l — Gy)
_ = XG; + ZF; — 2 ZF;Gy
'- = 2XF;(1 — Fy) + 261 — Qi) + Z(F{ — G4)?

5. Korelaéni koeficient pro rozloZeni f, g je pro Zfigi # 1
TFi(1 — Fy) + ZGi(1 — G;) — Z(Fy — Gy)?

(#) oort (h9) = —Sr A = Fy) + S — &) F S0 — G

6. Koeficient explanaéni sily rozkladu je dian pro Dorvar # 0

o Zpr zFt/r(l = Fi/r)
(48) 0=F=1—""sra—ry

7. Koeficient predikéni sily rozkladu je dan pro d* 5 0

_ ax_ Zpr Zfyrli — Meg|
() el = Sfili — Me|

kde Me medidnové kategorie celého souboru a Me,) jsou medidnové kategorie
distribuci na rozkladovych mnozinach.

Dorvar je tedy Giniho pramérnd diference a d* je Giniho pramérnd odchylka od
medidnové kategorie. Zde vS8ak maji obé miry ,neparametricky vyznam a jsou
nezavislé na pripadné kvantifikaci kategorii usporddané klasifikace (jsou invariantof
k jakékoli rostouci transformaci hodnot z; = f(a;). Koeficienty £ a f* byly uvedeny
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v préci Rehdk [1976], kde byla téZ ukazdna dekompoziéni vlastnost Dorvar (tj.
platnost véty 3 pro tento pripad).

Diskrétni ordindlni znaky hraji dilezitou roli v analyze dat spole¢enskych i ji-
nych véd. Sjednoceny obecny model pro rtzné typy proménnych, tak jak jej pre-
zentujeme v této praci, byl predevSim motivovdn snahou vyvinout smysluplné
a jednoduché miry charakterizujici tento typ, které by zdroven byly zaloZeny na
srovnatelném principu s nomindlnimi a kardindlnimi proménnymi. Price nad or-
dindlnimi daty pak umoznila vyvinout model daleko obecnéjsi, ktery zahrnuje
mnohem vice typt proménnych, nejen tii zakladni.

10, Diskrétni kardinalni znak

Predpoklddejme, Ze zkoumand proménnd méa koneény pocet hodnot 23, i =1, 2, . ..
..., K. Zde si ukdzeme, jak zndmé a béZiné pouzivané miry odpovidaji nasemu
modelu.

Véta 7. (Diskrétni kardindlni proménnd). Necht matice skore D = ||dy|| je ddna

prvky di; = (x; — 25)2, kde 21, %9, . . ., g je K ruznych redlnych hodnot promén-
né X. Pak pfi znadeni distribuci jako ve vété 5 plati:

L

(50) Genvar f = 2 var X = 2 Zfi(z; — X)2 = 202,

kde X = Zfix;. Sttedem rozloZeni X, je ta hodnota z;, pro kterou plati, Ze
(51) |Xe — X| = min |z — X]|
7
d* =02 + (X — X,)2
(¥max — zmin)z

2
véahy 4 u maximélni & minim4lni hodnoty proménné X.

2. Maximum Genvar f= je dosazeno pro rozloZeni, které mé

3. D(f,g) je D-polometrika a je dé4na rozdilem priméra
(52) D(f,9)=V2|X; — X/,
kde Xf: Efi.’rg, Xg = Zg¢x¢

Ekvivalentni t¥idy {f*} jsou tvofeny vsemi distribucemi majicimi stejny arit-
meticky pramér.

4. Skalarni sout¢in dvou distribuci je

(53) s(f. g) = var (X[f) + var (X[g) — (X; — Xo)?
= Xfix} + Zgir® — 2(X; + X? — X5X,)

s horm1 hranici

(54) f'Dg = Zfid + Zgia} — 2X,X, v

3
g

5. Koeficient korelace corr (f, g) dvojice rozloZeni f, ¢ je dén pro pa(f) + u2(g) #
# 2u1(f) pa(g), kde pi je -ty necentrdlni moment
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var (X/f) + var (X/g) — (X7 — Xp)?
var (X/f) + var (X[g) + (X7 — Xg)2
6. Koeficient explanaéni sily rozkladu je pro var (X/f) 7% 0

2 2py var (X/f)
GO o=w=l-TEw

7. Koeficient predikéni sily rozkladu je pro var (X/f) # 0

(65) corr (f, 9) =

2-'T)r Var ’f(r) + z-']7lef(r) = Xcr]

* — %2
G var (X[f) + [ Xy = XiP

Véta 7 je ovéfitelnd piimymi vypocty. Ukazuje, jak znamé miry pro éiselnd data
odpovidaji obecnému modelu. Je zajimavé si vSimnout, ze pro diskrétné chépani
¢iselnd data je rozdil mezi 02 a d* a mezi 52 a n*2. T zde tedy mé vyznam odlit
explanac¢ni a predikéni Glohu. Ze vzoreu je téz vidét, Ze d* se muze od o2 znatné
lisit. Rozdil mezi 2 a n*2 byvd obvykle maly a pro praktické tcely zanedbatelny.
V dalsi ¢éasti si ukdzeme, Ze model plati pro vicerozmérné zobecnéni kardinalniho
znaku.

11. Arealni a M-rozmérné metrické znaky

Dalezity typ proménné vznikd tehdy, jestlize relace na mnoziné jejich hodnot od:
povidd metrickym vlastnostem (M-rozmérnd Kukleidovskd vzdalenost). Takovi
situace vznika napiiklad tehdy, kdyZz zdvisl4 proménnd je souborem M Eiselnych
proménnych (M-rozmérny vektor proménnych). Vznikd vSak také tam, kde vibec
neznidme soufadnice a pouze vime, jak jsou jednotlivé hodnoty od sebe vzdileny.
Tento piipad nastivd bud pfi piimém zjistovani vzdalenosti z mapy ¢i planu (odtud
nizev areilni proménnd), nebo metodami analyzy — seskupovacimi algoritmy
a multidimenziondlnim Skalovdnim. Multidimenziondlni Skdlovani (viz napf. Lin-
goes [1973]) umoznuje metrizovat relace objekti, jejichz podobnosti jsou pouz
nemetricky uréeny, a proto mé multidimenzovéni skalovéini novou dileZitou roli
v souvislosti s na§im modelem rozkladu zobecnéné variance. Jsou-li totiz skére dj
modelu D odvozeny z Eukleidovské M-rozmérné metriky, jsou splnény podminky
pro rozkladové vlastnosti Genvar a D(f, g) je D-polometrika, jak za,jiéﬁuje véta 8
(viz dale). To znamend, Ze u promennvch s obecnynn relacemi d;; muZeme posti:
povat tak, Ze je nejlépe ,,vyhladime® napt. Guttman- ngoesovym1 a,lgontmy
(MINISSA a dalsi) a poté na nich provedeme analyzu pomoci dekompoziénich
vlastnosti ¢i komparaci pomoci D-vzdélenosti. Znamend to také, Ze metoda auto-
matické detekce interakei navrZzend Morganem a Sonquistem muze byt timto po-
stupem pouzita univerzilné nejen na Ciselné, usporadané a nomindln{ proménné,
ale na v8echny typy proménnych, u nichz vysledek multidimenziondlniho &kélovinl
znamend dostatetné presny obraz vstupni relace. Véta 8 pak také umoziiuje dile
zitou analyzu typologii vzniklych seskupovacimi algoritmy. Jsou-li vzniklé typy
povazovany za hodnoty proménné A4, pak relace na téchto hodnotéch je uréens
vzdélenosti (M-rozmérnou) mezi téZi§ti vzniklych skupin. Model umoZiiuje ansly-
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zovat bud predikéni, nebo explanaé¢ni tlohy vztahu k rdznym rozkladim populace.
Zde naznadend strategie (vyzkouSend v praxi analyzy dat) ukazuje dileZitost mo-
delu a véty 8.

Definice 5. M-rozmérnou metrickou proménnow nazveme takovou proménnou, pro
kterou plati: existuje K vektori o M slozkéch Xi= (%41, 242, .- Tim), 1= 1,2, ...
., K tak, ze plati

M
(58) dij = X (Tia — %ja)?
a=1
X;#X; pro i5#£j
Aredlni proménnouw nazveme dvourozmérny metricky znak.

Véta 8. Bud A = {ay, as, . . . ag} M-rozmérny metricky znak f, geQK Pak
D(f,9) = V(f— 9) Dlg — f) je D-polometrika na Qx.

Diikaz.

Existuje K vektorii o M slozkéch Xy, ¢ = 1,.. ., K tak, Ze di; spliuje podminku (58). Ozna¢me
Xin = Zf@mgy Dm = |ldeg™)|, diy™ = (@im — xjm)?. Plati, Ze

- | M
Dif,9) = V(f—9)' Dlg —1) = ]/ 3 (f—g) Dalg—1) =1/2>3 (Xpm — Xom)? »

m=1 m=1

coz je metrika pro ff = (Xf1,.. .,X}MY) a polometrika pro fe€ Qx.
Q.E.D.

Diikaz véty 8 zdroven ukazuje, éemu se rovnd D(f, g) a jak je lze vyjadFit, jsou-li
vektory X‘ zné.mé Vzdé.lonost dvou distribuci je v tomto piipadé vzdalenost dvou

vvvvv

Praktickd aplikace, jejiz strategie uz byla popséna. vyse, muze nalézt Sirsi a oka-
mzité uplatnéni predeviim v socidlni ekologii, v sociologii méstskych celki ¢i aglo-
meraci, v analyze socidlni struktury, v sociologii etnika, v antropologii, v lingvistice
(dialektologii), ve sledovdni koncentrace vefejného minéni, ve hleddni piic¢in so-
cidlni distance a jinych vicerozmérnych pojmiu, v diagnostice, v terapeutickych
modelech apod. Ve vSech téchto ptipadech muZeme sledovat aredlni & vicerozmér-
nou variabilitu, rozsitenost, koncentrovanost, vahu jednotlivych bodu vzhledem ke
koncentrovanosti, muzeme smysluplné métit kvalitu predikce i vytvifet smyslu-
plné miry asociace.

Véta 8, a¢ jednoduchy dusledek modelu, je spoleéné s vétou 6 nejdulezitéjsSim
vysledkem, ktery znamend obohaceni mozZnosti analyzy dat.

12, Zavér

Cilem modelu je sjednotit pohled na razné a razné aplikované miry variability,
stfedni polohy i statistické asociace. Z rozboru by mél také vyplynout rozdil mezi
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koeficientem asociace pouZzivanym v explana¢ni a predikéni analyze. DileZitost mo-
delu v8ak piedevsim lezi v prirozené moznosti zobecnéni znamého postupu vytvé.
feni koeficientt na daleko sir$i t¥idu zdvislych znak, z nichz jsme uvedli pouze
aredlni znak a jeho M-rozmérné rozdifeni na znaky vznikajici z multidimenzionil.
niho $kalovéni, resp. seskupovaci analyzy. Podobné viak muze byt uvedend teorie
specifikovana napiiklad na pojem vzddlenosti uspordddni (viz Kemeny, Snel
[1962]), a tak mohou byt pomoci zde uvedenych postupt analyzovény piitiny
usporadani a variability posuzovatelt, resp. respondenti.

Koeficienty asociace byly formuloviny pro rozkladovy znak. Pojem vzdalenosti
populaci je vSak dulezity hlavné v komparativni metodé, tj. tam, kde cheeme
komparovat rozlozeni na slozitych & vicerozmérnych znacich. K vySe uvedenym
piipadim miZeme jesté piidat rozlozeni na grafech.

Celd price byla motivovdna tfemi riznymi filohami: komparaci, explanaci a pre.
dikei. Tyto tfi typy tloh majf mnoho spoleéného, ale jejich ztotoZnéni by byl
podle naseho ndzoru chybou. Dal§im podnétem byla potieba zavést vhodné cha-
rakteristiky pro ordinalni data, a to na bdzi komparovatelné s ostatnimi typy
znakii.
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Pesiome

fl. Pwerak - B. Piskerakosa: OCHOBHBIC XapaKTEPHCTHKH NEPEMEHHBIX ¢ KOHEUHBIM UHCIOM
3HAYCHHUIT M AHANM3 PACCTOMHHI MX pacrpejieseHnii

CTaThsA COACPIRUT OCHOBHYIO MOJeJIh, KOTOPas JAcT pasHbie Mephl OMICHBAIONHE CBOICTBA
pacnpe}:(eneuuii JUCKPETHBIX 3HAKOB paBJIH‘leIX TuIros. U3 MOJIeJIH MOZKHO TAKHUM CH()COGOM
HOJAYIUTH JUCIEPCHIO, CPEXHIoNn apu@yeTmiecKyio, MOAY, KaTerOpMI0 MeIMSIHbI, CPEHIOX
Pa3HOCTH M CpejiHee OTIJIOHeHMe Jlsxuuy 1 Tak jraabime. Mojiednh ocHoBama Ha IIOHATIIN
HECXOJICTBA JIBYX 3HAYEHMil mepeMennoil, Tax HassBaemoil D-ymarpuust. Coenuduranus ee
JIEMEHTOB IPUBOJUT K CHEIMAJIbHBIM THIIAM IepeMeHHBIX M CJCJOBATEJbHO K ITOMXOJ SN
xapakTepucTHRaM. B craThe maHa crrenM@uRanis MOJeNH Ha HOMMHAJIBHBIC, OPJAMHAJbLHbBIE
H RApAHHAJILHEBIC 3HAKIT] TOHIE BBCJICH HOBBIM THUIL: apeaJjbHast I m-pasMepHasg meTpm{ecz\'an
mepeMeHHast (3HaK), KOTOPHII OKA3LIBACTCH B aHAJI3e OYEHDL ITOJEe3HBIM.

Kpose cambIx OCHOBHBIX XapaKTepUCTIR IS OLMMCAHNS CTATHCTIYECKIX PACCIIPejelienIii,
B CTaThbe Janbl JAJbHCUIINE BAKHBIC CJIACACTBUA BBITCKAIOIMC I3 OCHOBHOUM MOJEJIM: CeMI-
-METPHKA MEsKAY JBYMs pacIpeiesieHusaMu, UX KoaQQUIMEeHT KOpPpeisiuy, Mepsl aKCILIa-
HAOUOHHON ¥ IPE/(MKIMOHHON CHJIBL

Peaynb'ra'rbt ORA3LIBAIOTCST ILOJC3HBIMI B IPaKTHREe aHaam3a JJAHHLIX! B aHalanse cTaTi-
CTMYECKUX ACCOIMMAIIL, B CPABHWTEJIBLHOM aHAJM3E PACCIpeIeNIeHUil, B MHOTOPa3MEPHOM
mh'anuposamm, B I'pyuUIIEpOBKe (pacm):monamm 06pa30B) 1 B BO3MOYKHOCTII BBECTH pas-
JOIYHEIC M HeCTAHIapPTHBIC THIILL rrepe.\xexmmx.

Summary

J. Rehiak — B. Rehakova: Basic Characteristics for Finite-Valued Variables and a
Distance Analysis of Their Distribution

The paper develops a general approach to data description of discrete — valued
variables and to a distance analysis of their distributions. The general model in-
cludes various well-known measures as variance, arithmetic mean, Gini’'s mean
difference and mean deviation, mode and median category etc. The model is based
on the notion of dissimilarity of two values of the variable, so called D-matrix.
The specification of its elements gives the type of the variable and consequently
appropriate characteristics. Three basic types are covered: nominal, ordinal and
cardinal variables. Also new types, areal and m-dimensional metrical variables
are treated as special cases of the model.

Chapter four shows how the semi-metrics can be obtained for general
type variable. The decomposition property is derived in chapter five. A notion
scalar product of two distributions and the correlation coeficient is introduced
in chapter six. The distance and the decomposition property is then used for a na-
tural definition of measures of explanatory power and measures of predictional
power that contain as special cases various associational coeficients known in the
analytical work with the data. The model gives results that are relevant in con-
nection with multidimensional scaling, clustering and associational analysis as well
as for detailed analysis of contingency tables and comparative method applied for
general type of data.
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